Chapitre 6

Couplage magnétohydraulique :
modélisation de la dynamo-cinématique

6.1. Introduction
6.1.1. Généralités

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la naissance d’une instabilité
électromagnétique produjte par le mouvement d'un fluide conducteur de
I’électricité. Prenons un champ magnétique initial non nul. Considérons un
écoulement permanent et supposons que l'on puisse régler l'intensité de
I’écoulement sans changer sa géométrie. On constate que le champ magnétique est
déformé par 1'écoulement. Supposons que I’on supprime ensuite brusquement la
source initiale de champ magnétique, alors deux cas sont possibles :

— soit I'intensité magnétique s’éteint au cours du temps. On parle de diffusion
magnétique ;

— soit I'intensité magnétique ne décroit pas au cours du temps. Nous sommes
alors en présence d’une instabilité dynamo!.

Prenons le cas, par exemple, de la déformation d’un champ uniforme par un fluide
en rotation. Pour simplifier le probléme, I’écoulement sera assimilé 4 un cylindre en

L. 11 peut arriver que I'intensité magnétique croisse uniquement en présence d’un champ
initial et qu'une fois ce dernier supprimé, 1'intensité magnétique décroisse. On est alors en
présence d’un amplificateur magnétique et non pas d’une instabilité dynamo [KOL 61].
Chapitre rédigé par Franck PLUNIAN et Philippe MASSE,
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rotation autour de son axe de révolution [PAR 66, WEI 66]. On choisit un champ
initial perpendiculaire & I’axe de rotation du cylindre. Le mouvement du cylindre
génére une densité de courant électrique. Cette densité de courant induit & son tour un
champ magnétique qui s’ajoute au champ initial. Si la vitesse de rotation du cylindre
est constante, alors le champ magnétique atteint un état stable. La configuration finale
du champ dépend de la vitesse de rotation du cylindre (voir figure 6.1). Pour une
rotation élevée (voir figure 6.1 & droite), le champ magnétique est expulsé vers la
périphérie du cylindre. Si & un instant donné on supprime le champ magnétique initial
alors la géométrie du champ déformé persiste, mais son intensité s’éteint au cours du
temps. Le mouvement de rotation solide n’est donc pas une dynamo.

Figure 6.1. Lignes de champ magnétique déformées par un cylindre en rotation
(sens trigonométrique). De gauche a droite, la rotation est croissante

Considérons maintenant le mouvement précédent auquel on ajoute une composante
selon la direction de 1’axe du cylindre (mouvement de vissage). La géométrie du champ
magnétique s’organise alors selon une double hélice (voir figure 6.2). Au-dela d’un seuil
de vitesse, I’intensité magnétique croit au cours du temps, cela méme en supprimant la
source initiale de champ. Le mouvement de vissage est donc une dynamo.

Figure 6.2. Répartition de I'énergie magnétique générée
par un mouvement de vissage [PLU 96]

Pour savoir si un écoulement est une dynamo ou pas, il n’existe pas de régle
générale, hormis quelques théorémes anti-dynameo [HID 79, MOF 78, PRO 79]
permettant d’exclure des écoulements trop simples (par exemple, un écoulement
2D). Chaque écoulement doit donc faire I’objet d’une étude particuliére.
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Bien entendu, il est impossible, en réalité, de régler I’intensité de I’écoulement
sans changer sa géométrie. En effet, a partir dune certaine vitesse, la géométrie de
I’écoulement se morcelle en structures plus petites, la taille de ces structures, leur
répartition et leur comportement évoluant de facon non déterministe (écoulement
turbulent). Par ailleurs, méme en supposant que l’écoulement soit connu et
permanent, I’intensité magnétique dans le cas d’une instabilité dynamo ne peut pas
croitre indéfiniment (d’aprés le premier principe de la thermodynamique). En réalité,
la croissance magnétique est accompagnée de la rétroaction du champ magnétique
sur I’écoulement par I'intermédiaire des forces de Laplace. Ainsi, conformément a la
loi de Lenz, la croissance du champ s’oppose au mouvement du fluide qui lui a
donné naissance. La géométrie de I’écoulement est donc, en principe, modifiée par
I'instabilité dynamo. Cependant, si 'on s’intéresse A 'apparition de I'instabilité
dynamo (taux de croissance nul) alors I’hypothése d’une géométrie d’écoulement
déterminée a priori est pertinente. Par ailleurs, méme en présence d’un fluide
fortement turbulent, on peut dans certains cas ne considérer que 1’écoulement moyen
et montrer a posteriori que les fluctuations turbulentes n’influencent pas
significativement les conditions d’apparition de I'effet dynamo [KRA 80]. Enfin,
nous avons vu que 'apparition de l’instabilité dypamo nécessite un écoulement
suffisamment vigoureux (seuil de vitesse). En réalité, une faible vitesse
d’écoulement peut étre compensée par la conductivité électrique du fluide, sa
perméabilité magnétique ou encore par I’échelle caractéristique de 1’écoulement. Un
écoulement dynamo peut donc étre, en théorie, laminaire ou faiblement turbulent.
Quand on considére connue la géométrie de I’écoulement, le probléme est dit
cinématique, par opposition au probléme dynamique qui nécessite d’étudier non
seulement I’évolution du champ magnétique mais aussi celle de I’écoulement. Dans
ce chapitre, nous nous limitons a I’étude du probléme cinématique.

La théorie cinématique de effet dynamo [MOF 78, ROB 92] permet
d’appréhender la physique de génération du champ magnétique. Des classes de
dynamo ont été mises a jour: dynamos lente ou rapide, dynamos & séparation
d’échelles (théorie du champ moyen [KRA 80]) ou non. Des mécanismes dynamo
ont été identifiés : étirement, torsion, plissement, cisaillement [CHI 95], effet alpha,
etc. Nous verrons en fin de chapitre quelques exemples de dynamos classiques et

leurs mécanismes correspondants.

L’¢tude de I’instabilité dynamo est née historiquement de I'intérét manifesté
pour I’origine du champ magnétique dans le soleil. Elle a été étendue a la plupart des
objets astrophysiques (planétes, étoiles, galaxies, etc.) [RAD 95, WEI 94]. En effet,
bien que le fluide contenu dans ces objets soit animé d’un mouvement relativement
lent, les échelles caractéristiques de I’écoulement sont tellement considérables que
I'effet dynamo est obtenu presque systématiquement. Inversement, dans les
expériences menées en laboratoire, on tente de compenser la dimension
caractéristique relativement petite de I’écoulement par une vitesse importante. C’est
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N

d’ailleurs pour cette raison que l'effet dynamo est difficile & reproduire en
laboratoire et n’a, i ce jour, aucune application pratique ou industriclle.

La majeure partic du champ magnétique solaire est en fait indétectable car
enfouie dans le bas de la zone convective. Cependant, celui-ci se manifeste par des
excursions hors de la zone convective en entrainant avec lui du plasma. Ces
éruptions forment des arches 2 la surface du soleil (visibles a I'ceil nu pendant une
éclipse ou avec des instruments optiques adaptés). Elles sont & I'origine des taches
solaires. Ces taches migrent vers I’équateur avec un cycle de 22 ans. Les modeles de
dynamo solaire tentent de reproduire les caractéristiques de ce cycle (diagramme
papillon) [PRI 82, SCH 92]. A une échelle de temps plus grande, I"apparition des
taches n’est plus cyclique mais de nature chaotique.

Leffet dynamo est également & I'origine du champ magnétique terrestre. La
nature non linéaire du phénoméne est & I’origine des renversements chaotiques du
dipdle magnétique que les paléo-magnéticiens ont mis en évidence en analysant les
laves refroidies ou les couches sédimentaires sous-marines [COX 69, MER 95,
VAL 93]. Le fluide conducteur nécessaire & la dynamo est contenu dans le noyau
liquide de la Terre. Son mouvement est d’origine thermique. En effet, le noyau
liquide se solidifie en son centre et forme une graine solide. Cette solidification est
accompagnée par un dégagement de chaleur donnant lieu & un régime de convection
naturelle du noyau liquide.

L’instabilité dynamo fait également I'objet de recherches théoriques [PLU 96,
PLU 98, PLU 99] et expérimentales [ALE 00] dans les circuits de refroidissement a
sodium liquides des réacteurs a neutrons rapides (RNR). En effet, le volume
important de sodium liquide (conducteur de 1’électricité) contenu dans les circuits
primaire et secondaire, une géométrie d’écoulement appropriée et une forte vitesse
font des RNR des candidats potentiels & une instabilité dynamo. Par ailleurs, si
I’acier utilisé pour la réalisation des assemblages dans lesquels circule le sodium a
une forte perméabilité magnétique (acier ferromagnétique), alors I'instabilité
dynamo est favorisée [PLU 95, SOT 99].

Récemment, plusieurs équipes de recherche ont entrepris de reproduire un effet
dynamo en laboratoire. Deux expériences (également en sodium liquide) ont €t¢ a ce
jour couronnées de succes [BUS 96, GAI 00, GAIOl, RAD 98, STI01]. Ces
expériences sont de type semi-dynamique. En effet, le forcage utilisé permet de
produire une géométrie d’écoulement moyen quasi indépendante de I’intensité du
forcage d’une part et de 1'intensité magnétique d’autre part (contexte cinématique).
Ainsi, & partir d’un seuil de vitesse, I’énergie magnétique croit exponentiellement.
Aprés un certain temps, elle se stabilise 4 une valeur dépendant de I'intensité du
forcage. Cet équilibre résulte de la rétroaction du champ magnétique sur 'intensité
de I’écoulement. L’écoulement moyen est donc freiné mais sa géométrie n’est pas
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affectée comme elle le serait dans un contexte dynamique complet. Une deuxiéme
génération d’expériences, de type dynamique, est en cours d’étude.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons 4 la modélisation de ’effet dynamo
cinématique par la méthode des éléments finis. Cela nous permet de déterminer les
conditions d’apparition de [’'instabilité dynamo pour un écoulement donné et de
comprendre les mécanismes physiques menant & cette instabilité. Les formulations
que nous présentons ont été testées et validées?. Elles présentent I’avantage d’étre le
moins contraignantes possible (par exemple, au niveau des sauts de propriétés
électromagnétiques).

6.1.2. Les équations de Maxwell et la loi d’Ohm

Les quantités électromagnétiques usuelles (champ magnétique H, induction
magnétique B, champ électrique E, densité de courant j, charge électrique ¢ ont un
comportement entiérement décrit par : :

—les équations de Maxwell :

v (H)=j+ 22 161)
ot
Vx(E):—M [6.2]
ot
V.B=0 [6.3]
V.eE=gq [6.4]
H= L [6.5]
H
—laloi d’Ohm (exprimée pour un fluide conducteur de vitesse V) :
j=c(E+V=xB) [6.6]

i, & o et g étant respectivement la perméabilité et permittivité magnétique, la
conductivité et la charge électrique.

2. Avec le logiciel Flux-Expert [MAS 84].
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Dans le cas des métaux liquides, les courants de déplacement & (££) /0t sont
négligeables par rapport 4 j dans [6.1]. L’équation [6.1] est alors réduite a :

Vx(H) =] [6.7]

Dans les zones non conductrices (o =0), comme l’air par exemple, [6.6]
implique qu’il n’y a pas de courant électrique j. On déduit alors de [6.7] que H
dérive d’un gradient. Dans les zones isolantes, on définit donc le potentiel
magnétique @ par :

H=Vp [6.8]

Les conditions aux interfaces entre deux sous-domaines sont déduites des
équations de Maxwell et de la loi d’ Ohm.

[Exn]=0; [c(E+V=B)-n]=0;[B-n]=0; [Hxn]=0 [6.9]
ol n est défini comme le vecteur normal dirigé vers I"extérieur de 1'interface (/) ou
de la frontiére du domaine d’intégration (/).
6.1.3. L’équation de U'induction

En combinant les équations [6.2], [6.5], [6.6] et [6.7] on obiient I’équation de
I'induction :

8—B:V’><(V><B)—Vx(LV><£] [6.10]
ot o U
On remarque que [6.10] entraine %(\7 -B) =0. La relation [6.3] est donc une

condition initiale en temps que doit vérifier B.

En effectuant le produit scalaire de [6.10] par B/u, et en intégrant sur tout
I’espace de modélisation, on obtient :

2 .2
B
(;_}: Ijz—dQ +<JjS(E>< H)-miS+Hj(ij}-VdQ+_[”LdQ: 0 [6.11]
o
@ ©) ©
Le flux du vecteur de Poynting (2¢ terme) sur une surface disposée i I'infini est
nul pour la dynamo. L’équation [6.11] traduit donc que la production d’énergie
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magnétique (1" terme) est possible & condition que le travail des forces de Laplace
(3% terme} soit supérieur a la dissipation par effet Joule (4° terme). Cette condition
sur les forces de Laplace nécessite un champ de vitesse de géométrie adéquate et
d’intensité suffisamment importante. Une des difficultés de la reproduction
expérimentale est de trouver la facon de générer un écoulement dont la géométrie
produise un effet dynamo pour une vitesse raisonnable.

6.1.4. Equation sans dimension

Comme souvent en physique, il est intéressant de manipuler des équations sans
dimension lorsque cela est possible. Dans le cas ol ¢ et & sont constants dans
I'écoulement, I’équation de I’induction s’écrit :

gfl:V’x(V'x B) - R,V % (V'x B) [6.12]

oll R, est le nombre de Reynolds magnétique, défini par :
R, =acuVL [6.13]

Les * désignent des quantités sans dimension, V et L des valeurs caractéristiques
de vitesse et de dimension de I’écoulement. Par exemple dans le cas de la Terre, L
est le rayon du noyau liquide et V' la vitesse caractéristique de convection naturelle
dans le noyau. Pour le soleil, L est le rayon de la zone convective. Dans le
tableau 6.1, quelques ordres de grandeurs menant au calcul du nombre de Reynolds
magnétique (R,,) sont présentés pour différents objets naturels [ZEL 83], pour un
réacteur & neutrons rapides ainsi que pour les deux expériences de dynamo menées
I’une & Riga (Lettonie), I’autre & Karlsruhe (Allemagne).

Dans le cas d’un écoulement permanent (indépendant du temps), on démontre
que la solution de 1"équation de I'induction [6.10] a la forme suivante :

B(x,y,2,t) = Re (B(x, y,2)e’)

oll p est un nombre complexe. Les parties réelle et imaginaire de p sont
respectivement le taux d’accroissement et la pulsation de B. L’effet dynamo
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correspond & Re(p)>03. L'absence de dynamo est caractérisée par Re(p)<0
(diffusion). Le paraméire complexe p dépend de la géométrie de 1"écoulement et
de R,

L't | L v v v, R, | R,
K m ms' | m’s' | m's’
Noyau liquide terrestre 4100 |3510° | 410* | 10° 3 100 | 510°
Noyau de Jupiter 10° | 5100 | 510° | 310° 1 10 10°
Zone convective du Soleil 100 | 2100 | 100 | 3107 ] 100 | 710° | 210
Disque d’accrétion autour d’un trou noir
— région intérieure 2100 100 | 510° | 510° [ 15107 10° | 310"
— région intermédiaire 3100 W0 | 5100|3107 | 410" | 10" | 10"
Milieu interstellaire
—région HI 100 | 3107 | 3100 [ 210" | 5107 | 5100 | 210°
— région HII 10 | 310% | 100 | 510%| 310" | 510 | .10°
— tunnel 10° | 310 10° | 3107 | 510" 1 610°
| Disque galactique gazeux 0 | 10° w510 ] 107 | 2100 | 10°
| Univers en expansion 410" | 4107 | 10" 10 | 510" | 410" | 107
| Réacteur i neutrons rapides 673 1 55 | 7107 | 210" | 810° | 275
Expériences en laboratoire
- Riga 423 0,125 13 /6107 8107 | 310° | 20
| —Karlsruhe 398 | 01 5 |77 8107 | 710° | 6,25

Tableau 6.1. Paramétres 1ypiques des objets naturels, installations industrielles
et expérimentales donnant lieu & un effet dynamo

Pour une géométrie d’écoulement donnée, on peut s’intéresser, par exemple, a la
valeur minimum de R, pour qu’il y ait effet dynamo. Ce nombre de Reynolds

magnétique critique ( Ry, ) correspond 4 un taux d’accroissement nul (Re(p)=0).

Pour une géométrie d’écoulement dynamo donnée, on peut aussi s’intéresser i la
limite de Re(p) quand R,, tend vers I’infini. On définit ainsi deux classes de dynamo,
« lente » ou «rapide », selon que cette limite est nulle ou non [CHI 95]. Cette
distinction est pertinente pour de nombreux objets astrophysiques (Soleil, galaxie,

3. Dans les expériences de dynamo citées précédemment pour lesquelles I’ écoulement moyen
était quasi permanent, il a été observé une croissance exponenticlle de I’énergie magnétique
conformément aux prédictions théoriques.
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etc.) pour lesquels R, est considérable (>10%) et dont il convient d’identifier des
mécanismes de génération compatibles avec une telle valeur de R,,. Par ailleurs, la
plupart des prédictions astrophysiques de dynamo reposent sur la théorie du champ
moyen [KRA 80] et supposent impliciternent I’existence de dynamo rapide.

La discrétisation selon les coordonnées spatiales de I’équation de I'induction
conduit & une équation matricielle du type pB = M - B ol la matrice M dépend de la
méthode de discrétisation utilisée (éléments finis, série de Fourier, différences finies,
etc.) ainsi que de la finesse de discrétisation (taille des mailles, nombre de modes de
Fourier, etc.). Les valeurs possibles de p sont ainsi I’ensemble des valeurs propres de
M. Le taux d’accroissement p significatif est alors la valeur propre dont la partie
réelle est la plus grande. C’est elle que I’on calcule par un schéma temporel direct et
que I'on mesure physiquement dans une expérience. Dans certains cas, il est
cependant intéressant de suivre plusieurs valeurs propres en fonction des parameétres
du probléme [PLU 99].

6.2. Modélisation de I’équation de I’induction par les éléments finis

6.2.1. Formulation en potentiel quadri-vecteur (A, )]

6.2.1.1. Définition des potentiels magnétique et scalaire

Les potentiels vecteur (magnétique) A et scalaire (€lectrique) ¢ sont définis par :
B=Vx4; [6.14]
E=-Vg-04/0t [6.15]

Toute transformation de type :

¢,:¢+€£ [6.17]
ot

ol f est une fonction scalaire quelconque ne change ni £ ni B. De fagon a assurer
I'unicité de la solution en quadri-vecteur (A, ¢) il est nécessaire d’imposer une
condition de jauge que doit vérifier (A, ¢). Les plus courantes sont les jauges de
Coulomb et de Lorenz.
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6.2.1.2. Forme forte
L’équation de I'induction [6.10] peut également étre formulée en potentiels
vecteur et scalaire A et ¢

VxA
u

Vx(

):O'(ﬁg—ffv¢+VxVxA)) [6.18]

L’équation [6.18] est valable quelque soit o, contrairement 2 I’équation [6.12]. II
y a cependant une inconnue de plus que le nombre d’équations a résoudre. 11 faut
donc résoudre une équation supplémentaire qui, logiquement, pourrait &tre issue du
choix de la jauge que doivent vérifier les potentiels A et ¢ Cependant, nous
imposerons la jauge de Coulomb :

V.-A4=0 [6.19]

directement dans la forme faible de 1’équation [6.18], & ’aide d’une formulation de
type moindres carrés [CSE 82]. Cette opération présente 1’avantage de symétriser la
matrice de diffusion mais I’inconvénient de ne plus assurer la continuité de la
composante normale de la densité de courant j aux interfaces. Pour pallier cet
inconvénient, nous choisissons de résoudre 1’équation supplémentaire :

O=V-[o‘(%—V¢+VxVxA))J [6.20]
[

Cette équation assure en particulier que j, =0 sur un isolant. L’expression de
I'induction magnétique B est obtenue grace a I'équation [6.14]. Par conséquent,
I’équation [6.3] est automatiquement vérifiée. Dans le but & nouveau de symétriser
les matrices de résolution, on utilise le changement de variable suivant [BIR 89] :

§=—— [6.21]
Finalement on résout le systéme d’équations :

Vx (—2) = o
7

- .(O_ - (A ;{v W)

Vx A _8(A+IVW)+VX(VXA))

16.22]
+V><(V><A))]=O

avec la jauge [6.19].
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En plus des conditions aux interfaces décrites par les équations [6.9], il faut
ajouter la continuité de la composante normale de A :

[4-n]=0 [6.23]

6.2.1.3. Forme faible

La forme faible de la formulation en (A, W) est obtenue en projetant les équations
[6.22] sur I’espace des fonctions tests (e, £)

J‘”(Lan-VxA+iV-avV-A+aa-(M—VxVA)]dQ+
o)\ a 2
( [6.24a]

H (Lu(a-n)-ra-(nxvx/l)}ﬁ:o

T i N "
Iﬂ[aw-(@—ww)]dmr

C

&0 - [6.24b)
” aﬁ’(+d—+ﬁ——)+VxVA)dS=0
(YT ¢

Elle correspond & la résolution d’un systéme matriciel MX + Lfi-;—(- = F(X)ob X est
{

le quadri-vecteur (A, W), M et L les matrices définies avec les notations usuelles par :

My =My = M3 = ™ (B0 050, +0,0; -0,a; +0,0; -0,a;) ;

My = 17 (-8,a; -0.a; +0,0; -0ya;) 1 My3 = 7' (-0.0; -8y, + 0,0 8,a,) ;
M, =17 (=004 0y 10,0 0st)) s Myy=p1(—0:04 -0y 40, 0:a)) ;
M =7 \(=0x0; 0:01+0:0;-0st}) 3 Myy=pi~' (=00t 02 +0:0, 0, ;

M =M,;=M,=M =M ,=M 45=M4,=0 ;

L =Ly=Ly=0¢, @ 5 Loy=Ly=L=Ly=Ly=L,=0 ;

L=00; 0xx; ; Ly=0a; 0,0, ; Ly=0a,;6:a; ;

Ly=00:0; a; ; Lyp=00,0;-a; ; Ly=00-0;¢t; ;

Li=0(0w; -0t +0,a; 0,0, +0:0;-0-01,) .
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On peut démontrer que cette formulation correspond également a la

minimisation de I’équation [6.11] en prenant « = %I et f=W.

6.2.1.4. Domaine de validité de la formulation

Le principal avantage de la formulation en potentiel quadri-vecteur avec jauge de
Coulomb est son domaine de validité. En particulier :

— les sauts de o et w4 sont autorisés,
— les conducteurs peuvent &tre non simplement connexes,
— la perméabilité magnétique p peut étre non linéaire et anisotrope,

- la formulation est compatible avec la modélisation des aimants.

Cependant, si le domaine d’intégration est de perméabilité magnétique constante,
alors une formulation plus économique en temps de calcul peut étre utilisée. Dans la
partie non conductrice, B dérivant d’un potentiel ¢ il suffit de calculer ce potentiel
(une seule inconnue). Dans la partie conductrice le calcul de B (3 inconnues) suffit
également. Le gain en temps de calcul par rapport a la formulation en potentiel
quadri-vecteur peut Etre conséquent. C’est 1’objet de la formulation en (B, @) que
nous ne détaillerons pas dans ce chapitre. )

6.2.2. Formulation en potentiel quadrivecteur 2D 1/2

6.2.2.1. Forme forte

Dans le cas particulier ou V, ¢ ef x sont indépendants d’une coordonnée, par
exemple de z en coordonnées cartésiennes, on applique alors une astuce qui permet
de réduire le probléme précédent & la résolution d’un probléme 2D [SOT 98,
SOT 99]. Considérons la décomposition du potentiel quadri-vecteur en séric de
Fourier par rapporta z :

(AWY=D) (A Wi Y, 30 [6.25]
k

On démontre alors que les modes de Fourier complexes (A4, W} )sont
indépendants les uns des autres. On résout ainsi un probléme 2D ne dépendant que
de x, y et t pour chaque mode .

La forme forte de la formulation en potentiel quadri-vecteur complexe (4, ¢ )
2D12 s’écrit alors :
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sV xd oAy +V'W, N
V X(#):G(—(—;((S;IC)‘FVX(V XAk))
t

* [6.26]

‘ oA, +V W, *

v oA v a0
t
ot I’opérateur V" est défini par (i,i, ik).
adx oy
La jauge de Coulomb s’écrit

V4 =0 [6.27]

6.2.2.2. Forme faible

La forme faible de la formulation 2D'2 en potentiel quadrivecteur complexe
(A, ¢y ) est obtenue en projetant les équations [6.26] sur I’espace des fonctions tests

complexes (o, f; ) -

H &(v* xap)-(V x4;) -._i(v* )V oA,l.)+aak-(W—VXV*XA,{)}ZQZ
@ '
(If) [—V A (ak-n)+ak-(nxv XAA")]JI_O
ror! # #“
[6.28a]
" (A, +V T .
“ [ov 5k.(M;_”@_va Ak)]d92+
@ [6.28b]
v, . '
oﬁk(——u‘q" -;t )y pxy A)dS =0
rort

A nouveau la forme faible de [6.27] est résolue par la méthode des moindres
carrés et correspond au second terme de [6.28a]. La formulation faible [6.28]

: . dX N
correspond & la résolution d’un systéme matriciel MX, + Ld—k =F(X;)ou X est
t
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le quadri-vecteur complexe ( A, ¢ ), M et L les matrices complexes définies avec

les notations usuelles par :

M, =M y=M33=p(0s0t; 0040y Oy +k 2t -t

M = (=004 004005 -0yx;) s Mys=ikp (@, -0-0+0:0-a)) 5
M, = (0. 0,0, 4+0,0, -0xt;) s Moys=ikua, -0,0,+0,0; 1))
My =ik (00 o +0; 0xx)) s Myy=—ikpr (00 o+ -0,))
M =My=My=M =M ,=M ;=M ,,=0 ,

L=Lyp=Ly=00; @; ; Lp=Ly=L=Ly;=L;=L,=0 ;

Ly=oa; 0, ; Ly=00;-0w; ; Ly=ikoa;«; ;

Ly=00:0;-a; ; Li,=00,0;-0; ; Liy=—ikoa; a; ;

L44:O'(ax6rj ~6x0£j+ayag- -ayaj+k2a’; O!J,) .

6.2.2.3. Domaine de validité de la formulation

Le domaine de validité de la formulation 2D'”2 en potentiel quadrivecteur
complexe est le méme que pour la formulation 3D avec toutefois la limitation due a
la réduction de la dimension du domaine d’intégration :

— les sauts de oet & sont autorisés dans le plan (x, y) uniquement ;

— les conducteurs peuvent étre non simplement connexes dans le plan (x, y) ;

— la perméabilité magnétique p peut étre non linéaire et anisotrope dans le plan
)5

— la formulation est compatible avec la modélisation des aimants.

6.2.2.4. Autres formulations 2D2 et 1D

Le cas ot V, & et u sont indépendants de la composante azimutale & en
coordonnées cylindriques correspond i une autre formulation 2D!2. On considére
alors la décomposition en séric de Fourier par rapport & ¢ du potentiel quadri-
vecteur

(AW =D (A, W, Y2, )™ [6.29]
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On démontre que les modes de Fourier complexes (A, W,,) sont indépendants les
uns des autres. On résout ainsi un probléme 2D ne dépendant que de v, z et ¢ pour
chaque mode m. Les formes forte et faible de cette formulation s’énoncent de 1a méme

oy . ~ 5 - # o .
maniere que pour la formulation en z avec cette fois I’opérateur V' défini par® :

* .o
vV = V!‘,Z +17C’,‘9

Dans le cas o V, o et u sont indépendants a la fois de z et @ en coordonnées
cylindriques, une nouvelle formulation peut &tre énoncée. On considére alors la
décomposition en série de Fourier par rapport a z et & du potentiel quadri-vecteur :

(ALY =D (A Wi Y1, 1) PO [6.30]

fe,m

On démontre que les modes de Fourier complexes (Ay ,,, W}, ,,,) sont
indépendants les uns des autres. On résout ainsi un probléme 1D ne dépendant que
de r et t pour chaque couple (k, m). Les formes forte et faible de cette formulation
s’énoncent de la méme maniére que pour la formulation en z avec cette fois
Iopérateur V  défini par :

* N ra
V =V, +i—éy+ikz
P

Les formulations précédentes 2D'2 en z, 2D1/2 en @ ainsi que la formulation 1D en
potentiel quadri-vecteur peuvent étre énoncées également pour la formulation (B, o).

6.3. Quelques exemples de simulations
6.3.1. Dynamo de vissage (dynamo de Ponomarenko )

6.3.1.1. Modélisation du probléme

La dynamo de vissage a é1é résolue initialement par Ponomarenko [PON 73] et
constitue désormais une dynamo classique en géométrie cylindrique. Par la suite,
elle a été étudiée dans le but de produire une dynamo expérimentale [GAI 76]. Les
résultats expérimentaux obtenus sont en trés bon accord avec les prédictions
théoriques [GAI 00, GAI 01].

4. Afin d'éviter tout probléme de singularité en r = 0, on effectuera un changement de
variable adéquat.
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Figure 6.3. Géométrie du domaine d’intégration pour la dynamo de vissage

Considérons un domaine d’intégration composé de deux parties a symétrie de
révolution (voir figure 6.3), coaxiales et de hauteur H :

—un cylindre de rayon R; de conductivité o, perméabilité s, et vitesse
V. Ve V)= (0,0r, xRy )3
— une couronne extérieure de rayon R,>>R/, de conductivité g,, de perméabilité

U et de vitesse nulle.

On distingue le vissage non visqueux (w= aj) du vissage visqueux (e est une
fonction de r et s’annule pour »=R; ). Le nombre de Reynolds magnétique est
défini 4 partir des caractéristiques du cylindre en mouvement:
R, =01 14 aJRl2 1+ »° . Ftant donné que le mouvement est indépendant de & et z,
ce probléme peut &tre décrit alternativement & 1’aide d’une formulation 3D, 2D1/2ikz,

2DY2im@ ou 1Dikz + im8@ (voir paragraphe 6.2.2.4). 1l permet donc de tester et

. . 2r .
comparer les différentes formulations en prenant = % =2y R et des conditions

aux limites périodiques en z = 0 et z = H pour les modélisations 3D et 2DV2im8. Les
conditions aux limites a la frontiere du domaine extérieur (r = R,) peuvent étre de

type Dirichlet ou Neumann. Cette frontiére est prise suffisamment éloignée de la

partie conductrice { R, 210R |} pour pouvoir comparer les résultats numériques

aux calculs asymptotiques (R, —> + o) existants par ailleurs. La condition initiale

doit étre non nulle et suffisamment .compliquée pour contenir le germe du mode qui
sera amplifié. Une condition initiale de type bruit blanc est suffisante.
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6.3.1.2. Principaux résultats

Iis sont les suivants :

— le mouvement de vissage est une dynamo avec R}, une fonction de m, k, ¥,
W/ 1y et oyl oy ;

—TI’évolution temporelle est exponentielle conformément aux prédictions
théoriques pour un écoulement permanent ;

— dans le cas homogéne (5 pty = oo 77 = 1), la valeur minimum de R est de
17,73. Elle est obtenue pour x =1,3, k=-03% etm=1;

—dans le cas non homogene, les résultats obtenus pour s/ Hp=aetofop=b
sont les mémes que ceux obtenus pour i,/ 4y =bet 6/ oy =a;

—pour R, 2Ry, plus R, est grand et plus le mode (m, k) dominant (celui dont
le taux d’accroissement est le maximum) est élevé :

—pour le vissage visqueux, le taux d’accroissement aximum
Re(p) = O(R,;” . )est obtenu pour m, k= O(R,ln" 3) . Le fait que Re(p)— 0quand
R,, = +oconfére au vissage visqueux sa nature de dynamo « lente » [CHI 95,
GIL 88]. Le maximum d’énergie magnétique est confiné dans une couche

d’épaisseur R} O (R;,m);

Figure 6.4. Dynamo de Ponomarenko non visqueux, m = 1. Le nombre de Reynolds magnélique

critigue R fn est représenté en fonction du nombre d'onde vertical k, pour différentes propridtés
électromagnétiques ; (a) oy o7 =/ py =1 ; (b) oo/ oy = 10), M w1y =1 (c) o/ ay =100,
uy uy =1; (d) oo 07 = iy pi7 =10. Iy a dynamo pour R, = RS,
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—pour le vissage non visqueux, et pour un mode azimutal m donné, le taux

d’accroissement maximum Re(p)= O(R,,_,”3 yest obtenu pour k=0 (R,I,,/ 2)

suggérant galement une action dynamo de nature «lente ». Cependant, ce taux
d’accroissement maximum selon k dépend de m et atteint un maximum pour

m =O(R,],f B }. Ce maximum selon k et m est Re(p)=O(1)a grand R.. On en

déduit la nature « rapide » de la dynamo de vissage non visqueux [CHI 95, GIL 88].
Le maximum d’énergie magnétique est confiné dans une couche d’épaisseur

—-1/2
Rl 0 (Rm ) .
Les courbes neutres (taux d’accroissement nul) en fonction de k et R» sont
représentées a la figure 6.4 pour plusieurs rapports de conductivité et perméabilité.

6.3.1.3. Mécanisme de génération

Le mécanisme de génération du champ (que le vissage soit visqueux ou non)
peut étre divisé en deux phases principales : étirement par le cisaillement du champ
de vitesse et diffusion magnétique des lignes de champ.

Pour comprendre la phase d’étirement, il est nécessaire de considérer
préalablement le cas d’un fluide parfaitement conducteur. On démontre alors qu’en
étirant un tube de flux magnétique, I’intensité magnétique dans le tube augmente
[CHI 95, MOF 78, MOR 90]. On comprend donc que |’étirement lié aux gradients
de vitesse est un ingrédient nécessaire A I’effet dynamo. Cet ingrédient est commun
a tout écoulement dynamo, méme si le fluide n’est pas parfaitement conducteur. Ici,
I’étirement résulte d’un double cisaillement : celui de la composante horizontale du
champ de vitesse (rotation du cylindre) et celui de la composante verticale du champ
de vitesse (translation du cylindre). Au cours de la rotation du cylindre, le champ
magnétique est étiré et déformé comme représenté sur la figure 6.5.

Figure 6.5. Déformation des lignes de champ par la rotation du cylindre
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Max(Re(p))

Y

Log(Ry,)

Figure 6.6. Dynamo de Ponomarenko non visqueux. Le maximum selon le nombre d'onde
vertical k du taux d’accroissement Re(p), en fonction de Log(R,,) et pour différentes valeurs

du nombre d'onde azimutal m. Pour m donné, Maxi(Re(p)) tend vers zéro & grand R, Par
contre, le maximum selon k et m de Re(p) tend vers une valeur ron nulle & grand R,

A cause de cet étirement, 1'intensité du champ augmente. On constate également
le plissement des lignes de champ magnétique dii 4 la rotation du cylindre. A cause
de ce plissement, le champ magnétique dans le cylindre est de sens opposé au champ
initial & I'extérieur. On comprend que, dans le cas d’une rotation pure, ces champs
étant de sens opposés de part et d’autre de la frontiére du cylindre, ils s’annulent au
cours du temps par diffusion (le mouvement de rotation n’est donc pas une dynamo).
Considérons maintenant le cisaillement entre le mouvement vertical du cylindre et
Iextérieur au repos. Ce cisaillement a pour effet (en plus d’un étirement
supplémentaire) d’entrainer le champ intérieur & une hauteur z différente du champ
initial et de constituer la double hélice de la figure 6.2. Cette double hélice magnétique
a d’ailleurs été observée expérimentalement [ALE 00]. Le champ magnétique apras
étirement est donc principalement azimutal et axial, approximativement aligné avec le
cisaillement du champ de vitesse. Cela constitue 1’élément principal du mécanisme
dynamo : la génération d’un champ magnétique hélicitaire a partir d’un champ
magnétique de composante radiale non nulle. Pour clore le mécanisme, il faut ensuite
que ce champ hélicitaire puisse générer 4 son tour une composante de champ radiale
non nulle. Cela se fait grice 4 la diffusion de la composante azimutale du champ
hélicitaire. En effet, I'expression de la diffusion du champ en géométrie cylindrique
montre que la diffusion de la composante azimutale du champ s’effectue non
seulement selon la coordonnée azimutale mais également selon la coordonnée radiale
(pour m non nul).
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Cette explication heuristique pour le mode azimutal m = 1 permet d’appréhender
les mécanismes caractéristiques d’une dynamo « lente ». En effet la diffusion joue
un role primordial. On démontre que pour R, — +oo, le taux d’accroissement pour
m = 1 tend vers zéro. Cela est d’ailleurs vrai pour n’importe quelle valeur de m.
Cependant, si l’on considére un spectre infini de modes azimutaux /m, alors on
démontre que dans le cas du vissage non visqueux, la dynamo est « rapide » (voir
figure 6.6).

6.3.2. Dynamo a deux échelles sans paroi (dynamo de Roberts)

6.3.2.1. Modélisation du probléme

Considérons un domaine d’intégration constitué d’un carré de coté 2r et des
conditions aux limites périodiques en x et y, L’écoulement est défini en coordonnées
cartésiennes sans dimension par :

V¢, V, .V, )= (sinxcos y,—cosxsin v, 2 sinxsin y)

Cet écoulement est constitué de vortex paralleles et de sens opposés. Chaque
vortex est inclus dans une cellule de section carrée et 1a vitesse est maximum sur les
bords (voir figure 6.7). Le fluide est homogéne en conductivité électrique et
perméabilité magnétique. Ce probléme a été résolu initialement par G.-O. Roberts
[ROB 72] et constitue désormais une dynamo classique en géométrie cartésienne.
Par ailleurs, il a été étudié dans le but de produire une dynamo expérimentale [BUS
96, RAD 98]. Les résultats expérimentaux obtenus [STI01] sont en bon accord
avec les prédictions théoriques.

Figure 6.7. Lignes de courant de vitesse de I'écoulement de Roberts dans le plan xy.
Elles coincident avec les iso-valeurs de V,. Les signes + () correspondent a V>0 (<0)
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Puisque le mouvement est indépendant de z, ce probleme peut étre décrit
alternativement & 1’aide d’une formulation 3D ou 2D!2jkz (voir paragraphe 6.2.2.3).
II permet donc de tester et comparer les différentes formulations en prenant pour la

e . . . s 27
modélisation 3D une hauteur sans dimension du domaine d’intégration A = ER des

conditions aux limites périodiques en z = 0 et 7 = H et sur les bords x =+ 7 et
y =1 . Une condition initiale de type bruit blanc est suffisante.

6.3.2.2. Résultats

L’¢écoulement de Roberts est une dynamo avec R ¢, une fonction de k et x. Pour

une valeur donnée de y et de R, , il existe toujours une valeur de k suffisamment

Py

petite pour laquelle I'écoulement de Roberts est une dynamo (contrairement 2 la
dynamo de vissage). Ceci est dii & la notion de séparation d’échelles horizontales
entre I’écoulement (dimension caractéristique égale 4 2m) et le champ magnétique
moyen (dimension caractéristique infinie selon x et y).

L’évolution temporelle est exponentielle conformément aux prédictions
théoriques pour un écoulement permanent.

0,2

RS, 0,1

0,1 k l

Figure 6.8, Dynamo de Roberts : taux d’accroissement Re(p) en fonction du nombre d’onde
vertical k, pour y=1. Chaque courbe correspond & R, =2"avec ne{-2,-10, I;...6} - Pour

chaque valewr de R, le taux d'accroissement maximum selon k est indiqué par un cercle. Il

afteint un maxitnum pour R,, =8 et tend vers zéro pour R

2 —> +oo (dynamo lente).
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Pour y = 1, le taux d’accroissement maximum Re(p)=0(n(InR,,)/InR,;) est
obtenu  pour kR;” 2= O((In(R,, )‘“ 2). Le fait que Re(p)— 0quand
R, — +ooconfére a4 ’écoulement de Roberts sa nature de dynamo «lente»

[CHI 95, SOW 87]. Le maximum d’énergie magnétique est confiné dans une couche
d’épaisseur O (Rilfz) .

mn

Le taux d’accroissement en fonction de k et R est représenté a la figure 6.8
pour y, = 1.
6.3.2.3. Mécanisme de génération

La génération du champ magnétique de la dynamo de Roberts résulte d’un
mécanisme de type étirement, plissement et cisaillement,

Considérons un champ magnétique de la forme (B,,B,.B,)= By(coskz,0,0).

L’étirement et le plissement du champ magnétique dus & I’écoulement sont
schématisés a la figure 6.9a dans le plan z = 0.

S ) 7 Y—— ®l-

i i
o= 7 @)oo ®|®

kzY

Figure 6.9. Mécanismes de la dynamo de Roberts : (a) étirement et plissement du champ
magnétique dans le plan z = 0 ; (b) Coupe AA’ : cisaillement du champ par la vitesse
verticale. Les fléches blanches représentent le sens du déplacement du champ

Le champ est étiré selon y, par conséquent son intensité augmente (voir
paragraphe 6.3.1.3). La composante B, qui apparait est de sens opposé de part et

d’autre des frontiéres (plissement). Considérons maintenant le cisaillement selon z
entre deux cellules (coupe AA’). Ce cisaillement a pour effet d’entrainer B, dans la

direction de z, mais dans des sens opposés de part et d’autre de la frontiére entre
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deux cellules (voir figure 6.9b). Par conséquent un champ de la forme
(By,B,.B; )= By(0,sinkz,0) est généré. On montre que ce dernier va générer par le

méme procédé un champ de la forme (B,,B,,B;)= By(coskz,0,0). Par

conséquent, le champ global amplifié par effet dynamo sera de la forme
(,B’I,By,ﬁ’Z } = By (coskz,sin £z, 0).

Une caractéristique fondamentale de la dynamo de Roberts est la séparation
d’échelles entre 1’écoulement et le champ magnétique moyen>. On démontre en effet
que ’écoulement a petite échelle peut générer du champ a grande échelle, grice a un
mécanisme connu sous le nom d’effet alpha [KRA 80]. Ce mécanisme est présent
dans la plupart des dynamos des objets naturels. Il offre une explication alternative
et compatible avec le mécanisme d’étirement, plissement et cisaillement
vu précédemment. Ainsi, un champ moyen initial de la forme
(B,,B,,B,) = By(coskz,0,0)est déformé par I’écoulement en formant des boucles
de chai'np (voir figure 6.10). Ces boucles induisent une densité de courant j opposée
au champ. Le champ magnétique moyen induit par ce courant est de la forme
(B,.B,,B,)= By(0,sinkz,0). On montre que ce dernier va générer par le méme
procéc{é un champ moyen de la forme (B,,B,,B;)= 5 (coskz,0,0). Par
conséquent, le champ moyen global amplifié par effet dynamo sera de la forme
(By,B,,B.)=By(coskz,sinkz,0).

0+
+ -0

Figure 6.10. [llustration de 'effet alpha : la déformation du champ magnétique moyen B par
les vortex V géneére de la densité de courant j dans le sens opposé au champ B, Cetle densité
de courant induit un champ perpendiculaire i B et déphasé en z

5. Moyenne spatiale selon x et y.
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Il est légitime de considérer également un champ magnétique moyen d’échelle
arbitraire selon x et y (qui ne soit pas nécessairement infinie). Cette étude a été
menée dans le cadre de l'expérience construite a Karlsruhe. Un écoulement de
sodium liquide parcourt 52 cellules de Roberts. Le champ moyen a donc une
dimension caractéristique égale a la taille de ces 52 cellules. Les résultats théoriques
obtenus sont sensiblement différents de ceux obtenus dans le cas idéal d’une infinité
de cellules [PLU 01] (voir figure 6.11).

100

10 5

RC

m

0

1
0,01 0.1 K 1 10

Figure 6.11. Dynameo de Roberts : nombre de Reynolds magnétique critique en fonction de k,
pour y = 1. Les courbes corvespondent it un champ magnétique moyen s'étendant sur
(a) une infinité,(b) 50, (c) 32, (d) 18, (e) 8 cellules de Roberts

6.3.3. Dynamo a deux échelles avec parois (dynamo de Plunian)

6.3.3.1. Modélisation du probléme

Considérons un domaine d’intégration constitué d’'un carré de c6té 2m et des
conditions aux limites périodiques en x et y. L’écoulement est défini en coordonnées
cartésiennes sans dimension par

(Vs V3 V2 ) =(—asin y(1+ cosx),asin x(1+ cos y}, Ka(l+ cosx )(1+ cos y))

avec K = y/2et 2a,1+ )(2 =1, ol ¥ est un facteur de vissage. Cet écoulement est

constitué de vortex paralleles et de méme sens. Chaque vortex est inclus dans une
cellule de section carrée et la vitesse est nulle sur les parois des cellules. Le
probléme original concerne un fluide homogéne en conductivité électrique et
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perméabilité magnétique [PLU 99]. Des parois d’épaisseurs et de propriétés
€lectromagnétiques différentes de celles du fluide ont également été considérées
[SOT 99].

Le mouvement étant indépendant de z, ce probléme peut &tre décrit 1a encore
I’aide d’une formulation 3D ou 2D2ikz avec les mémes conditions aux limites et
initiales que le probléme de Roberts (voir paragraphe 6.3.2.1).

6.3.3.2. Résultats

Pour des parois d’épaisseur nulle, les résultats sont qualitativement les mémes
que ceux de la dynamo de Roberts (voir paragraphe 6.3.2.2) avec toutefois une

différence concernant le taux d’accroissement maximum Re(p) .y = O(R;,”g) qui

est obtenu pour & = O(R,l,f %).

Deux régimes de génération ont été identifiés en fonction de k et R, : un régime
de type Ponomarenko et 1’autre de type Roberts. -

Pour des parois d’épaisseur non nulle, R ;, dépend de k, de I’épaisseur des parois
et des rapports de conductivité et perméabilité entre fluide et parois.

Le taux d’accroissement en fonction de k et Rn est représenté a la figure 6.12
pour x =1 et des parois d’épaisseur nulle (sans paroi).

Re(p)

Figure 6.12. Dynamo de Plunian sans paroi : taux d’accroissement en fonction de k
pour différentes valeurs de Ry,. Les petites (grandes) valeurs de k correspondent

au régime de Roberts (Ponomarenko)
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0.3.3.3. Mécanismes de génération

Le mécanisme de génération de la dynamo de Plunian est & nouveau de type
étirement, plissement et cisaillement. Son originalité réside dans 'existence de deux
régimes possibles de dynamo : Roberts cu Ponomarenko. En effet, selon les valeurs

de k et R, , on observe (voir figure 6.13) une énergie magnétique confinée dans

une couche soit au voisinage des parois (régime de Roberts) soit & I'intérieur des
cellules (régime de Ponomarenko). Dans les deux cas, 1’épaisseur de cette couche est

de I'ordre de O (R,;IB). A grand R, , le régime de Ponomarenko est dominant et
la solution obtenue correspond & un mode azimutal (i ’échelle de chaque cellule)

croissant avec R ,, (voir figure 6.14).

TS =2
g ;

Figure 6.13. Dynamo de Plunian sans paroi : Iso-valeurs de I'énergie maximum pour le
régime de (a) Roberts, (b) Ponomarenko, m = I, (c) Ponomarenko, m = 2, (d) Ponomarenko,
m = 3. Le paraméire m est le mode azimutal dans un repére cylindrique local dont Uorigine
est au centre de la cellule.
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1000

100

10
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Figure 6.14. Dynamo de Plunian sans parei : Les deux régimes possibles Roberts ou
Ponomarenko sont représentés dans le plan (k, R gz ) Pour le régime de Ponomarenko,

le mode m est indigué

6.3.3.4. Influence des parois

A petit &, ’existence de parois d’épaisseur non nulle autour de chaque cellule est
défavorable  la dynamo (voir figure 6.15). En effet, le régime A petit k est de type
Roberts et par conséquent la génération de champ résulte de I’interaction des
cellules. L’existence de parois freine cette interaction et R, augmente. A grand k,
I"influence de parois autour de chaque cellule est négligeable. En effet, le régime est
alors de type Ponomarenko (visqueux) et la génération a lieu dans le fluide, ne
nécessitant pas I’interaction des cellules.

Figure 6.15. Dynamo de Plunian homogéne : R,fz en fonction de k pour différentes épaisseurs

de paroi. Le rapport épaisseur de paroi sur taille de cellule est de (a) nulle, (b) 5 %, (¢) 10 %
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Pour des parois de perméabilité (ou conductivité) supérieure A celle du fluide, la
dynamo est favorisée a petit k (voir figure 6.16). La dissipation par effet Joule étant
plus faible dans les parois. A grand k, I'influence des parois est négligeable (régime
de Ponomarenko visqueux). Enfin, comme pour la dynamo de vissage, la
conductivité électrique et la perméabilité magnétique jouent un réle symétrique.

Figure 6.16. Dynamo de Plunian non homogéne : R,(ﬂ en fonction de k pour un rapport

d’épaisseur de paroi sur taille de cellule égal a 5 % . Le rapport de perméabiliié de paroi sur
celle du fluide est de (a) 1, (b) 10, (c) 100

6.3.4. Une dynamo & Péchelle industrielle

En 1989 et 1990, plusieurs arréts impromptus sont survenus pendant le cycle
d’exploitation du réacteur a neutrons rapides Phénix. A chaque fois, une baisse
furtive du signal de puissance du réacteur a été observée, entrainant les
automatismes d’arrét de sécurité. Plusieurs scenarii ont été envisagés pour tenter
d’expliquer la cause de ce phénoméne mystérieux. L'un d’eux est fondé sur
I’existence d’une instabilité mécanique provoquée par un effet dynamo dans le
réacteur. Le ceeur du réacteur est effectivement traversé par du sodium liquide a
grande vitesse avec une géométrie d’écoulement analogue 4 la dynamo de Plunian®
donc propice 4 une amplification spontanée de champ magnétique. Par ailleurs, les
parois des cellules du coeur étant construites avec des matériaux ferromagnétiques,
les efforts exercés par 'interaction du champ et des courants dans le sodium étaient
suffisants pour générer I'instabilité mécanique nécessaire a déclencher les arréts de

6. Chague cellule du ceeur étant cependant de section hexagonale.
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sécurité. On a donc probablement observé de fagon indirecte un effet dynamo dans
le coeur d’un RNR.

Figure 6.17. Iso-valeur Bz dans une section horizontale d’un coeur.
La couleur claire (foncée) indigue une valeur de Bz positive (négative)

Nous présentons & la figure 6.17 le résultat d'un calcul EF3D ol sont
représentées les iso-valeurs de la composante verticale du champ magnétique dans
une section horizontale du ceeur du réacteur. Pour ce calcul, le coeur est constitué de
61 cellules de section hexagonale. L’écoulement parcourant chaque cellule est de
type vissage. L’intérét principal de cette figure est qu’elle montre une double
organisation du champ magnétique. Le champ est organisé en double hélice 2
I'échelle de chaque cellule comme 2 la figure 6.2 et conformément & la dynamo de
vissage. Le champ est également organisé en double hélice 4 ’échelle du cceur.
Cette double organisation de champ est caractéristique d’une dynamo a deux
échelles comme celle observée également dans 1’expérience de Karlsruhe.

6.4. Modélisation du probléme dynamique

Le probleme dynamique (modélisation de I’équation de I’induction et de Navier-
Stokes) a été formulé et modélisé par la méthode des éléments finis [BEN 99,
BEN 01] dans le cas ot tout le domaine d’intégration est homogéne en conductivité
et perméabilité. Cette modélisation pourrait donc étre utilisée pour des écoulements
de type Ponomarenko, Roberts ou Plunian homogéne. Elle n’est cependant pas
adaptée au cas d’un milieu conducteur de dimension finie. Les tests effectués
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présentent un nombre de Reynolds magnétique trop faible pour obtenir une dynamo.
La formulation utilise les variables primaires vitesse, pression et champ magnétique.
L’originalité de la méthode repose sur la stratégie de couplage entre 1a résolution des
équations de Navier-Stokes et 1’équation de 1'induction.

Par ailleurs, nous signalons qu’il existe un benchmark de dynamo en géométrie
sphérique qui a été testé et validé par différentes équipes de recherche [CHR 01].
Généralement, la discrétisation spatiale utilisée est de type harmoniques sphériques
pour les dépendances latitudinale et longitudinale. La discrétisation dans la direction
du rayon est de type spectral ou différences finies. L’utilisation des harmoniques
sphériques est naturellement suggérée par la géométrie sphérique du domaine
d’intégration. Par ailleurs, elle présente [’avantage de pouvoir sélectionner un
nombre réduit d’harmoniques (dans la mesure oli cette sélection puisse donner des
résultats raisonnables). Le temps de calcul peut alors étre considérablement réduit
(comme pour les résolutions 2DV2 et 1DY2 décrites au paragraphe 6.2.2). La
méthode des éléments finis 3D ne permet pas de choisir @ prieri une résolution
« intelligente » et économique’. Elle est donc recommandée pour des problemes ot
toutes les échelles magnétiques, de vitesse et de température (pour le cas de
convection naturelle) sont présentes et ne peuvent pas &tre a priori négligées. La
méthode des €léments finis pourrait étre également plus avantageuse pour des
calculs massivement paralléles.
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